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Abstrak 

Sistem kejadian diskrit merupakan suatu sistem yang perilakunya 
ditentukan oleh kejadian dan kejadiannya berubah pada waktu diskrit. 
Sistem produksi bulu mata pada PT Bio Takara Purwokerto 
merupakan suatu masalah sistem kejadian diskrit dan bisa dimodelkan 
dalam permasalahan linier max-plus. Dengan menggunakan algoritma 
power, ditentukan nilai eigen dan vektor eigen atas aljabar max-plus 
yang akan digunakan untuk periodisasi waktu produksi. Hasil yang 
diperoleh menunjukkan bahwa waktu periodik untuk sistem produksi 
bulu mata pada PT Bio Takara Purwokerto adalah 78,488 menit. 
Berdasarkan waktu periodik ini, selanjutnya dapat diperoleh waktu 
setiap unit pemrosesan mulai bekerja memproduksi bulu mata. 

Kata kunci: Eigen, max-plus, periodik, sistem kejadian diskrit 

 
Abstract 

A discrete event system is a system whose behavior is determined by 
events and their events change at discrete times. The eyelash 
production system at PT Bio Takara Purwokerto is a discrete event 
system problem and can be expresses in a max-plus linear problem. By 
using the power algorithm, it is determined eigen values and eigen 
vectors over max-plus algebra which will be used as production time 
periodization. The results obtained that the periodic time for the 
eyelash production system at PT Bio Takara Purwokerto is 78.488 
minutes. Based on this periodic time, we can then obtain the time each 
processing unit starts working to produce eyelashes. 

Keywords: Eigen, max-plus, periodic, discrete event system 

  

PENDAHULUAN 

Para wanita menggemari bulu mata palsu yang menjadi trend saat ini 

dalam dunia kecantikan. Wanita yang memiliki bulu mata indah dapat 

meningkatkan kepercayaan dirinya. Terdapat berbagai jenis bulu mata palsu 

yang diminati oleh wanita untuk aksesoris kecantikan. Hal inilah yang 

menyebabkan tingkat persaingan antar perusahaan produksi bulu mata 

menjadi semakin tinggi. Persaingan ini akan menimbulkan pengaruh negatif 
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maupun positif. Setiap perusahaan harus mampu meningkatkan daya 

saingnya dalam waktu cepat agar kebutuhan konsumen dapat terpenuhi. 

Agar kebutuhan konsumen dapat terpenuhi dengan baik maka suatu 

perusahaan dalam melakukan proses produksi harus memiliki perencanaan 

yang baik. Salah satu tahapan perencanaan produksi adalah penjadwalan 

(Puadah, 2020). 

Penjadwalan produksi memiliki peran penting dalam mengoptimalkan 

sumber daya. Penjadwalan produksi bertujuan untuk mendapatkan 

keefektifan kerja pada setiap mesin pemrosesan, sehingga penumpukkan 

pekerjaan tidak terjadi. Hal ini dapat meminimalisasi waktu menganggur 

atau waktu menunggu proses produksi selanjutnya. Dengan adanya 

penjadwalan produksi yang baik, maka perjalanan proses produksi juga akan  

berjalan dengan baik sesuai dengan alokasi waktu yang digunakan.  

Sistem produksi merupakan salah satu contoh kasus sistem kejadian 

diskrit. Sistem kejadian diskrit merupakan suatu sistem yang perilakunya 

ditentukan oleh kejadian dan kejadiannya berubah pada waktu diskrit 

(Cassandras & Lafortune, 2008). Hal ini berarti perubahan suatu kejadian 

dipengaruhi oleh kejadian sebelumnya. Model matematika yang diperoleh 

dari masalah sistem kejadian diskrit ini tidak mudah diselesaikan, karena 

merupakan masalah sistem persamaan nonlinier.  

Sistem kejadian diskrit dapat dimodelkan dan dianalisis dalam aljabar 

max-plus (Komenda et al., 2018; Schutter & Boom, 2008). Suatu 

permasalahan nonlinier pada aljabar konvensional dapat dinyatakan dalam 

suatu permasalahan linier max-plus. Aljabar max-plus merupakan sistem 

matematika yang terbentuk dari himpunan ℝ ∪ {−∞} dengan operasi 

penjumlahan dan perkaliannya didefinisikan sebagai operasi maksimum dan 

penjumlahan biasa (Goto, 2014). Untuk selanjutnya, aljabar max-plus 

dinotasikan dengan ℝmax. 

 Aljabar max-plus berkaitan dengan beberapa masalah pada teori graf, 

kombinatorika, teori sistem, stokastik dan teori antrian. Aljabar max-plus 

dapat digunakan dalam masalah penjadwalan sistem produksi (Nasrulyati, 

2017), masalah sistem antrian (Subiono, 2009), masalah lalu lintas (Wibowo, 

dkk, 2018), dan masalah distribusi (Putri, 2016). Pemodelan dan analisis 

perilaku sistem dalam aljabar max-plus menggunakan model waktu invarian 

max-plus.  

Permasalahan penjadwalan pada model aljabar max-plus berkaitan 

erat dengan masalah nilai eigen atas aljabar max-plus. Nilai eigen atas aljabar 

max-plus dapat dimanfaatkan dalam penentuan periodesasi penjadwalan 
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proses produksi. Beberapa penelitian terdahulu yang berkaitan dengan 

kajian teori nilai eigen atas aljabar max-plus dibahahasanahs pada Tunisa, 

dkk (2016) dan Musthofa & Binatari (2013). Selanjutnya,  beberapa 

penelitian terdahulu yang berkaitan dengan penggunaan nilai eigen aljabar 

max-plus antara lain pada produksi shuttlecock T3 (Permana et al., 2020), 

produksi gelas (Pramesthi, 2017) dan penjadwalan laboratorium (Hasanah & 

Putrawangsa, 2015). 

Beberapa penelitian terdahulu yang berkaitan dengan produksi bulu 

mata sudah dilakukan. Pada penelitian Amaliyah, dkk (2021), dibahas 

mengenai teknikal efisiensi produksi bulu mata. Selain itu, pada penelitian 

Mayola, dkk (2021) dijelaskan tentang strategi pemasaran produksi bulu 

mata dan pada penelitian Nugroho (2021) dibahas tentang rancangan sistem 

keselamatan kerja pada produksi bulu mata. Selanjutnya, beberapa penelitian 

lain berkaitan dengan industri bulu mata, antara lain profil industri bulu 

mata di Kabupaten Purbalingga (Stacia & Gunanto, 2014), kompensasi dan 

motivasi karyawan indutri bulu mata di Purbalingga (Purwati & Fitriana, 

2023) dan kebijakan ramah perempuan dan anak di industry bulu mata 

Kabupaten Purbalingga (Darwin & Widaningrum, 2018).  

Penelitian ini fokus tentang penjadwalan periodesasi produksi bulu 

mata dengan pendekatan matematika menggunakan pemodelan aljabar max-

plus. Penelitian ini memanfaatkan konsep nilai eigen aljabar max-plus untuk 

menentukan penjadwalan produksi bulu mata. Hal ini dilakukan untuk 

menentukan periodisasi dan waktu proses produksi bulu mata dengan 

pemodelan max-plus. Periodesasi dan waktu proses produksi ini memiliki 

peran penting dalam pengoptimalan sumber daya untuk mendapatkan hasil 

produksi bulu mata yang optimum. Dengan penjadwalan produksi yang baik, 

maka proses produksi juga berjalan dengan baik, sehingga siap dipasarkan 

sesuai dengan waktu yang telah direncanakan. 

 

METODE PENELITIAN  

Peneliti mengambil studi kasus produksi bulu mata di PT Bio Takara 

Purwokerto. Peneliti melakukan observasi langsung ke PT Bio Takara 

Purwokerto untuk memperoleh data penelitian yang dibutuhkan. Peneliti 

melakukan wawancara kepada pegawai PT Bio Takara Purwokerto untuk 

memperoleh data waktu yang diperlukan untuk proses knotting, pengobatan, 

penggosokan, pemotongan, penggulungan, pengikatan, pengovenan, 

pembukaan oven, pemotongan bentuk, pengguntingan, pemasangan dan 

pembungkusan.  

https://doi.org/10.33503/prismatika.v6i1.3348
https://doi.org/10.33503/prismatika.v6i1.3348


Nadya Novika,  Suroto,  Bambang Hendriya Guswanto 
Masalah Nilai Eigen atas Aljabar Max-Plus pada Sistem Produksi Bulu Mata 
 
 

 
 
Prismatika: Jurnal Pendidikan dan Riset Matematika Vol. 6 No. 1 (2023) 
p-ISSN: 2654-6140, e-ISSN: 2656-4181 
DOI:  https://doi.org/10.33503/prismatika.v6i1.3348    

   4 
 
 

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian adalah: 

1. melakukan studi pustaka yang berkaitan dengan masalah nilai eigen 

dan vektor eigen yang bersesuaian pada matriks atas aljabar max-plus; 

2. melakukan pengambilan data dengan wawancara kepada pegawai PT 

Bio Takara Purwokerto; 

3. menyusun diagram alir proses produksi pabrik bulu mata; 

4. membentuk model max-plus dari sistem produksi bulu mata; 

5. membangun matriks yang diperoleh dari model sistem produksi bulu 

mata; 

6. menyelesaikan masalah eigen pada sistem produksi bulu mata; dan 

7. menentukan periodesasi proses produksi bulu mata. 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 Penelitian sebelumnya menunjukkan bahwa nilai eigen atas aljabar-

max-plus sudah digunakan pada produksi shuttlecock T3 (Permana et al., 

2020), produksi gelas (Pramesthi, 2017) dan penjadwalan laboratorium 

(Hasanah & Putrawangsa, 2015). Pada penelitian ini, pembahasan digunakan 

pada produksi bulu mata yang meliputi nilai eigen serta vektor eigen yang 

bersesuaian atas aljabar max-plus, pembentukan model max-plus dari sistem 

produksi bulu mata, masalah eigen pada sistem produksi bulu mata dan 

periodesasi waktu proses produksi bulu mata.  

  Pada awal pembahasan ini, terlebih dahulu diberikan definisi dari 

nilai eigen pada matriks atas aljabar max-plus. Diberikan matriks 𝐴 

berukuran 𝑛 × 𝑛. Suatu nilai λ ∈ ℝmax dikatakan nilai eigen dari 𝐴 apabila  

𝐴 ⊗ 𝑥 = 𝜆 ⊗ 𝑥 

untuk suatu vektor 𝑥 ∈ ℝmax
𝑛  dengan 𝑥 ≠ ℰ𝑛×1. Selanjutnya, vektor 𝑥 

dinamakan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆 pada matriks 

𝐴. Penentuan nilai eigen pada matriks atas aljabar max-plus, tidak dapat 

dilakukan seperti halnya pada matriks atas himpunan riil yang dilakukan 

dengan menggunakan persamaan karakteristik. Semua elemen pada ℝmax 

kecuali elemen nol, tidak memiliki invers penjumlahan. Permasalahan invers 

penjumlahan ini yang menyebabkan perbedaan cara penghitungan nilai eigen 

pada matriks pada aljabar max-plus dan matriks pada aljabar linier.     

Untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen pada matriks atas 

aljabar max-plus dapat dilakukan dengan menggunakan algoritma power. 

Selain itu, penentuan nilai eigen juga dapat dilakukan dengan metode rata-

rata sikel maksimum. Langkah-langkah penentun nilai eigen dan vektor eigen 

pada matriks 𝐴 berukuran 𝑛 × 𝑛 menggunakan algoritma power adalah: 
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a. mulai dengan sembarang vektor awal 𝑥(0) ≠ ℰ; 

b. melakukan iterasi pada persamaan 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴 ⊗ 𝑥(𝑘), dengan 𝑘 =

0,1,2, … sampai ada bilangan bulat 𝑝, 𝑞, dengan 𝑝 > 𝑞 ≥ 0 dan bilangan riil 

𝑐 sehingga suatu perilaku periodik terjadi, yakni 𝑥(𝑝) = 𝑐 ⊗ 𝑥(𝑞); 

c. menentukan nilai eigen 𝜆 dengan rumus 𝜆 =
𝑐

𝑝−𝑞
; dan  

d. menentukan vektor eigen 𝑣 dengan rumus  

𝑣 =⊕𝑖=1
𝑝−𝑞 (𝜆⊗(𝑝−𝑞−𝑖) ⊗ 𝑥(𝑞 + 𝑖 − 1)). 

Langkah-langkah untuk mengitung nilai eigen dan vektor eigen pada matriks 

𝐴 berukuran 𝑛 × 𝑛 dengan metode rata-rata sikel maksimum adalah:  

a. menghitung matriks  𝐴⊗𝑘, dengan 𝑘 = 1,2, … , 𝑛; 

b. menghitung 𝜆 =⊕𝑘=1
𝑛 (

1

𝑘
𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴⊗𝑘)), dengan 𝜆 merupakan nilai eigen 

dari matriks 𝐴; 

c. memilih sirkuit kritis pada 𝐺(𝐴) yakni sirkuit (𝑐, 𝑐) untuk 1 ≤ 𝑐 ≤ 𝑛; 

d. menghitung matriks 𝐵 = −𝜆 ⊗ 𝐴 dan 𝐵∗, dengan 𝐵∗ = 𝐸𝑛 ⊕ 𝐵 ⊕ 𝐵⊗2 ⊕

⋯⊕ 𝐵⊗𝑛−1; dan 

e. menentukan vektor eigen dari 𝐴 yakni kolom ke-𝑐 dari maktriks 𝐵∗. 

Penghitungan nilai eigen pada penelitian ini dilakukan dengan 

algoritma power. Selanjutnya, nilai eigen tersebut akan digunakan untuk 

menentukan periodesasi penjadwalan proses produksi bulu mata di PT Bio 

Takara Purwokerto.  

Hasil studi lapangan yang dilakukan di PT Bio Takara Purwokerto 

diperoleh data alur proses produksi bulu mata dan waktu kerja masing-

masing unit pemrosesan. Bahan baku yang digunakan untuk membuat bulu 

mata yaitu rambut dan benang. Proses produksi bulu mata terdiri dari 12 

unit pemrosesan. Setiap unit pemrosesan dinotasikan dengan 𝑃𝑖 , dengan 𝑖 =

1,2, … ,12, waktu kerja (dalam satuan menit) yang dibutuhkan setiap unit 

pemrosesan dinotasikan dengan 𝑑𝑖, dengan 𝑖 = 1,2, … ,12, dan waktu 

perpindahan dari suatu unit pemrosesan ke unit pemrosesan yang lain 

dinotasikan dengan 𝑡𝑖, dengan 𝑖 = 1,2, … ,12. Pada proses produksi bulu mata 

ini tidak terdapat waktu perpindahan dari suatu unit pemrosesan ke unit 

pemrosesan yang lain dengan kata lain 𝑡1 = 𝑡2 = ⋯ = 𝑡12 = 0. Data hasil 

studi lapangan pada PT Bio Takara Purwokerto ditunjukkan pada Tabel 1. 

Selanjutnya, data tersebut direpresentasikan dalam bentuk diagram alir 

ditunjukkan pada Gambar 1. 
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Tabel 1. Deskripsi Alur Proses Produksi Bulu Mata dan Waktu Kerja Unit  
         Pemrosesan  

Proses 𝐏𝐢 Keterangan Waktu 𝒅𝒊 (menit) 
P1 Proses Knotting 10 
P2 Proses Obat 0,048 
P3  Proses Gosok  0,32 
P4 Proses Potong 0,08 
P5 Proses Gulung 1,6 
P6 Proses Ikat 0,14 
P7 Proses Oven 60 
P8 Proses Buka Oven 0,16 
P9 Proses Potong Bentuk 0,4 
P10 Proses Gunting 4,8 
P11 Proses Pasang 0,7 
P12 Proses Pembungkusan 0,24 

 

 
Gambar 1. Diagram Alir Proses Produksi Bulu Mata 

 

Sebelum membentuk model max-plus diberikan asumsi-asumsi dalam 

sistem produksi bulu mata, yakni: 

a. Terdapat tempat penyimpanan diantara input dan unit pemrosesan 

dengan kapasitas yang cukup besar; 

b. ada kondisi awal semua unit pemrosesan dan tempat penyimpanan 

kosong; 

c. Setiap unit pemrosesan dapat mulai bekerja untuk proses selanjutnya 

apabila telah menyelesaikan proses sebelumnya; 

d. Setiap unit pemrosesan akan mulai bekerja apabila semua komponen 

tersedia; dan 

e. Ketika rambut dan benang dimasukkan ke sistem dimana pada saat ini 

bersamaan dengan proses produksi bulu mata selesai dan meninggalkan 

sistem atau dapat ditulis dengan 𝑢(𝑘 + 1) = 𝑦(𝑘). 
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Selanjutnya, didefinisikan waktu yang berkaitan dengan produksi bulu mata 

untuk membentuk model max-plus sistem produksi bulu mata, yakni: 

a. 𝑢(𝑘 + 1) adalah waktu dimana rambut dan benang dimasukkan ke sistem 

untuk pemrosesan ke-(𝑘 + 1); 

b. 𝑥𝑖(𝑘) adalah waktu pada saat unit pemrosesan ke-𝑖 mulai bekerja untuk 

proses ke-𝑘, dengan 𝑖 = 1,2, … ,12; dan 

c. 𝑦(𝑘) adalah waktu dimana proses produksi bulu mata selesai dan 

meninggalkan sistem pada saat yang ke-𝑘. 

Berdasarkan asumsi dan definisi yang sudah diberikan, selanjutnya 

menentukan waktu setiap unit pemrosesan P1, P2, … , P12 mulai bekerja untuk 

proses ke-(𝑘 + 1). Berikut akan dijelaskan penentuan waktu unit 

pemrosesan P1 mulai bekerja untuk proses ke-(𝑘 + 1). Unit pemrosesan P1 

mulai bekerja untuk proses ke-(𝑘 + 1) apabila bahan baku sudah tersedia 

dan telah menyelesaikan proses ke-𝑘. Rambut dan benang akan tersedia 

sebagai input pada unit pemrosesan P1 untuk proses ke-(𝑘 + 1) yaitu apabila 

rambut dan benang sudah masuk ke dalam sistem pada waktu 𝑡 =

𝑢(𝑘 + 1) + 0. Selanjutnya, unit pemrosesan P1 dapat mulai bekerja untuk 

memroses rambut dan benang tersebut apabila telah menyelesaikan proses 

sebelumnya, yakni proses ke-𝑘. Proses ke-𝑘 pada unit pemrosesan P1 akan 

selesai dan produk meninggalkan P1 pada waktu 𝑡 = 𝑥1(𝑘) + 10. Hal ini 

dikarenakan waktu pemrosesan yang dibutuhkan pada unit pemrosesan P1 

adalah 𝑑1 = 10.  Dengan demikian, diperoleh waktu unit pemrosesan P1 

mulai bekerja untuk proses ke-(𝑘 + 1) adalah  

𝑥1(𝑘 + 1) = max {𝑥1(𝑘) + 10, 𝑢(𝑘 + 1)}. 
Begitu seterusnya hingga proses produksi bulu mata selesai.  

Oleh karena itu, berdasarkan gambar diagram alir maka dapat 

diperoleh waktu setiap unit pemrosesan mulai bekerja untuk proses ke-(𝑘 +

1) sebagai berikut: 
𝑥1(𝑘 + 1) = max{𝑥1(𝑘) + 𝑑1, 𝑢(𝑘 + 1) + 𝑡1} 

𝑥2(𝑘 + 1) = max{𝑥1(𝑘 + 1) + 𝑑1 + 𝑡2, 𝑥3(𝑘) + 𝑑3} 

𝑥3(𝑘 + 1) = max{𝑥2(𝑘 + 1) + 𝑑2 + 𝑡3, 𝑥3(𝑘) + 𝑑3} 

𝑥4(𝑘 + 1) = max{𝑥3(𝑘 + 1) + 𝑑3 + 𝑡4, 𝑥4(𝑘) + 𝑑4} 

𝑥5(𝑘 + 1) = max{𝑥4(𝑘 + 1) + 𝑑4 + 𝑡5, 𝑥5(𝑘) + 𝑑5} 

𝑥6(𝑘 + 1) = max{𝑥5(𝑘 + 1) + 𝑑5 + 𝑡6, 𝑥6(𝑘) + 𝑑6} 

𝑥7(𝑘 + 1) = max{𝑥6(𝑘 + 1) + 𝑑6 + 𝑡7, 𝑥7(𝑘) + 𝑑7} 

𝑥8(𝑘 + 1) = max{𝑥7(𝑘 + 1) + 𝑑7 + 𝑡8, 𝑥8(𝑘) + 𝑑8} 

𝑥9(𝑘 + 1) = max{𝑥8(𝑘 + 1) + 𝑑8 + 𝑡9, 𝑥9(𝑘) + 𝑑9} 

𝑥10(𝑘 + 1) = max{𝑥9(𝑘 + 1) + 𝑑9 + 𝑡10, 𝑥10(𝑘) + 𝑑10} 
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𝑥11(𝑘 + 1) = max{𝑥10(𝑘 + 1) + 𝑑10 + 𝑡11, 𝑥11(𝑘) + 𝑑11} 

𝑥12(𝑘 + 1) = max{𝑥11(𝑘 + 1) + 𝑑11 + 𝑡12, 𝑥12(𝑘) + 𝑑12} . 

Jika persamaan-persamaan tersebut disajikan dalam bentuk persamaan max-

plus, maka diperoleh: 

𝑥1(𝑘 + 1) = 𝑥1(𝑘) ⊗ 𝑑1 ⊕  𝑢(𝑘 + 1) ⊗ 𝑡1 

𝑥2(𝑘 + 1) = 𝑥1(𝑘 + 1) ⊗ 𝑑1 ⊗ 𝑡2 ⊕ 𝑥3(𝑘) ⊗ 𝑑3 

𝑥3(𝑘 + 1) = 𝑥2(𝑘 + 1) ⊗ 𝑑2 ⊗ 𝑡3 ⊕ 𝑥3(𝑘) ⊗ 𝑑3 

𝑥4(𝑘 + 1) = 𝑥3(𝑘 + 1) ⊗ 𝑑3 ⊗ 𝑡4 ⊕ 𝑥4(𝑘) ⊗ 𝑑4 

𝑥5(𝑘 + 1) = 𝑥4(𝑘 + 1) ⊗ 𝑑4 ⊗ 𝑡5 ⊕ 𝑥5(𝑘) ⊗ 𝑑5 

𝑥6(𝑘 + 1) = 𝑥5(𝑘 + 1) ⊗ 𝑑5 ⊗ 𝑡6,⊕ 𝑥6(𝑘) ⊗ 𝑑6 

𝑥7(𝑘 + 1) = 𝑥6(𝑘 + 1) ⊗ 𝑑6 ⊗ 𝑡7 ⊕ 𝑥7(𝑘) ⊗ 𝑑7 

𝑥8(𝑘 + 1) = 𝑥7(𝑘 + 1) ⊗ 𝑑7 ⊗ 𝑡8 ⊕ 𝑥8(𝑘) ⊗ 𝑑8 

𝑥9(𝑘 + 1) = 𝑥8(𝑘 + 1) ⊗ 𝑑8 ⊗ 𝑡9 ⊕ 𝑥9(𝑘) ⊗ 𝑑9 

𝑥10(𝑘 + 1) = 𝑥9(𝑘 + 1) ⊗ 𝑑9 ⊗ 𝑡10 ⊕ 𝑥10(𝑘) ⊗ 𝑑10 

𝑥11(𝑘 + 1) = 𝑥10(𝑘 + 1) ⊗ 𝑑10 ⊗ 𝑡11 ⊕ 𝑥11(𝑘) ⊗ 𝑑11 

𝑥12(𝑘 + 1) = 𝑥11(𝑘 + 1) ⊗ 𝑑11 ⊗ 𝑡12 ⊕ 𝑥12(𝑘) ⊗ 𝑑12 

𝑦(𝑘) = 0,24 ⊗ 𝑥12(𝑘) . 

  Persamaan-persamaan tersebut yang semula merupakan persamaan 

non-linier, setelah disajikan dalam max-plus dapat disajikan menjadi 

persamaan-persamaan linier. Dengan melakukan proses rekursi dan 

mensubstitusikan nilai 𝑑𝑖 serta 𝑡𝑖, model max-plus sistem produksi bulu mata 

dapat ditulis dalam bentuk persamaan matriks berikut ini : 

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴 ⊗ 𝑥(𝑘) ⊕ 𝐵 ⊗ 𝑢(𝑘) 

𝑦(𝑘) = 𝐶 ⊗ 𝑥(𝑘) 

dengan  

𝐴 = [
𝐴1 𝐴2

𝐴3 𝐴4
] 

untuk 

𝐴1 =

[
 
 
 
 
 

10 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀
20 0,048 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀

20,048 0,096 0,32 𝜀 𝜀 𝜀
20,368 0,416 0,64 0,08 𝜀 𝜀
20,448 0,496 0,72 0,16 1,6 𝜀
22,048 2,096 2,32 1,76 3,2 0,14]

 
 
 
 
 

 , 𝐴2 =

[
 
 
 
 
 
𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀
𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀
𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀
𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀
𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀
𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀]
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𝐴3 =

[
 
 
 
 
 
22,188 2,236 2,46 1,9 3,34 0,28
82,188 62,236 62,46 61,9 63,34 60,28
82,348 62,396 62,62 62,06 63,5 60,44
82,748 62,796 63,02 62,46 63,9 60,84
87,548 67,596 67,82 67,26 68,7 65,64
88,248 68,296 68,52 67,96 69,4 66,34]

 
 
 
 
 

 

dan  

𝐴4 =

[
 
 
 
 
 

60 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀
120 0,16 𝜀 𝜀 𝜀 𝜀

120,16 0,32 0,4 𝜀 𝜀 𝜀
120,56 0,72 0,8 4,8 𝜀 𝜀
125,36 5,52 5,6 9,6 0,7 𝜀
126,06 6,22 6,3 10,3 1,4 0,2]

 
 
 
 
 

 , 

serta (𝑘) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1(𝑘)
𝑥2(𝑘)
𝑥3(𝑘)
𝑥4(𝑘)
𝑥5(𝑘)
𝑥6(𝑘)
𝑥7(𝑘)
𝑥8(𝑘)
𝑥9(𝑘)
𝑥10(𝑘)
𝑥11(𝑘)
𝑥12(𝑘)]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 , 𝐵 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0
10

10,048
10,368
10,448
12,048
12,188
72,188
72,348
72,748
77,548
78,248]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 dan 𝐶𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜀
𝜀
𝜀
𝜀
𝜀
𝜀
𝜀
𝜀
𝜀
𝜀
𝜀

0,24]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 . 

Diperhatikan bahwa 𝐴 ∈ ℝmax
12×12, 𝐵 ∈ ℝmax

12  , 𝐶𝑇 ∈ ℝmax
12  , 𝑥(𝑘) ∈ ℝmax

12  dan 

𝑢(𝑘) ∈ ℝmax .  

Selanjutnya, berdasarkan asumsi 𝑢(𝑘) = 𝑦(𝑘) maka persamaan model 

max-plus dapat dinyatakan sebagai  

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴 ⊗ 𝑥(𝑘) ⊕ 𝐵 ⊗ 𝑢(𝑘) = (𝐴 ⊕ 𝐵 ⊗ 𝐶) ⊗ 𝑥(𝑘). 

Apabila dimisalkan �̅� = 𝐴 ⊕ 𝐵 ⊗ 𝐶, maka diperoleh  persamaan 

𝑥(𝑘 + 1) = �̅� ⊗ 𝑥(𝑘). 

Persamaan ini yang memunculkan masalah nilai eigen pada sistem produksi 

bulu mata pada penelitian ini. Hasil proses iterasi yang dilakukan pada 

persamaan 𝑥(𝑘 + 1) = �̅� ⊗ 𝑥(𝑘) dengan 𝑘 = 1,2,3, … yakni  
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𝑥(0) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 , 𝑥(1) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10
20

20,048
20,368
20,448
22,048

60
120

120,16
120,56
125,36
126,06]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 , 𝑥(2) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

126,3
136,3

136,348
136,668
136,748
138,348
138,488
198,488
198,648
199,048
203,848
204,548]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 , 𝑥(3) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
204,788
214,788
214,836
215,156
215,236
216,836
216,976
276,976
277,136
277,536
282,336
283,036]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  , … . 

 

Diperoleh perilaku periodiknya adalah 𝑥(3) = 78,488 ⊗ 𝑥(2). Dengan 

demikian nilai eigen matriks �̅� yakni 𝜆 =
𝑐

𝑝−𝑞
=

78,488

3−2
=

78,488

1
= 78,488. 

Selanjutnya, vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆 = 78,488 adalah vektor   

𝑣 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

126,3
136,3

136,348
136,668
136,748
138,348
138,488
198,488
198,648
199,048
203,848
204,548]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

  Setelah itu, untuk menentukan waktu awal sistem mulai bekerja 

adalah dengan cara mencari elemen vektor eigen non negatif minimum. 

Elemen vektor eigen non negatif minimum dapat diperoleh dengan 

mengubah elemen vektor eigen terkecil menjadi nol. Nilai terkecil vektor 

eigen adalah 126,3 dengan kata lain 𝛼 = −126,3. Dengan demikian, diperoleh 

vektor eigen 𝑣′ sebagai berikut 
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𝑣′ = −126,3 ⊗

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

126,3
136,3

136,348
136,668
136,748
138,348
138,488
198,488
198,648
199,048
203,848
204,548]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0
10

10,048
10,368
10,448
12,048
12,188
72,188
72,348
72,748
77,548
78,248]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Dari hasil vektor eigen 𝑣′, maka diperoleh waktu setiap unit pemrosesan 

P1, P2, … , P12 di mulai bekerja secara periodik dengan periode 78,488 menit, 

seperti pada Tabel 2. 

 

Tabel 2. Jadwal Proses Produksi Bulu Mata Mulai Bekerja 

Tahapan 
Pemrosesan 

Produksi 𝒌𝒆 − (dalam satuan menit) 
1 2 3 

P1 0 78,488 156,976 
P2 10 88,488 166,976 
P3 10,048 88,536 167,024 
P4 10,368 88,856 167,344 
P5 10,448 88,936 167,424 
P6 12,048 90,536 169,024 
P7 12,188 90,676 169,164 
P8 72,188 150,676 229,164 
P9 72,348 150,836 229,324 
P10 72,748 151,236 229,724 
P11 77,548 156,036 234,524 
P12 78,248 156,736 235,224 

 

Berdasarkan Tabel 2, waktu setiap unit pemrosesan P1, P2, … , P12 mulai 

bekerja untuk proses ke-1 masing-masing yakni pada menit ke 0,10, 10,048, … 

, 78,248. Selanjutnya, unit pemrosesan P1, P2, … , P12 dapat mulai bekerja untuk 

proses ke-2,3, …. secara periodik dengan periode 78,488 menit. Misalkan 

produksi bulu mata di PT Bio Takara Purwokerto dimulai dari jam 08.00, 

maka diperoleh jadwal produksi secara periodik seperti pada Tabel 3. 
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Tabel 3. Jadwal Produksi Bulu Mata 
Tahapan 

Pemrosesan 
Waktu Mulai Bekerja (WIB) 

Produksi ke- 𝟏 Produksi ke- 𝟐 Produksi ke- 𝟑 
P1 08.00 09.18.29 10.36.58 
P2 08.10 09.28.29 10.46.58 
P3 08.10.03 09.28.32 10.47.01 
P4 08.10.22 09.28.51 10.47.20 
P5 08.10.27 09.28.56 10.47.25 
P6 08.12.03 09.30.32 10.49.01 
P7 08.12.11 09.30.40 10.49.09 
P8 09.12.11 10.30.40 11.49.09 
P9 09.12.21 10.30.50 11.49.19 
P10 09.12.45 10.31.14 11.49.43 
P11 09.17.33 10.36.02 11.54.31 
P12 09.18.15 10.36.44 11.55.13 

 

 Pada penelitian sebelumnya tentang teknikal efisiensi produksi bulu 

mata (Amaliyah et al., 2021), tidak dibahas mengenai jadwal produksi. Pada 

penelitian (Mayola et al., 2021) hanya dijelaskan tentang strategi pemasaran 

produksi bulu mata secara umum. Pada artikel ini, pembahasan dilakukan 

sampai diperoleh periodesasi rencana jadwal produksi bulu mata seperti 

pada Tabel 3. Dengan selesainya proses produksi bulu mata pada setiap 

periodesasi, berarti bulu mata siap dipasarkan sesuai dengan jadwal 

selesainya periodesasi produksi. 

 

SIMPULAN DAN SARAN 

Model max-plus sistem produksi bulu mata di PT Bio Takara 

Purwokerto dapat ditulis dalam bentuk persamaan max-plus  

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴 ⊗ 𝑥(𝑘) ⊕ 𝐵 ⊗ 𝑢(𝑘) 

𝑦(𝑘) = 𝐶 ⊗ 𝑥(𝑘) 

dengan 𝐴 ∈ ℝmax
12×12, 𝐵 ∈ ℝmax

12  , 𝐶𝑇 ∈ ℝmax
12  , 𝑥(𝑘) ∈ ℝmax

12  dan 𝑢(𝑘) ∈ ℝmax. 

Apabila dimisalkan �̅� = 𝐴 ⊕ 𝐵 ⊗ 𝐶, maka diperoleh  persamaan 

𝑥(𝑘 + 1) = �̅� ⊗ 𝑥(𝑘) 

yang memunculkan masalah nilai eigen atas aljabar max-plus. Nilai eigen 

yang diperoleh yakni 𝜆 = 78,488, yang tak lain merupakan waktu periodik 

proses produksi bulu mata. Dengan demikian, produksi bulu mata dapat 

dilakukan secara periodik dalam waktu 78,488 menit. Selanjutnya, waktu 

unit pemrosesan P1, P2, … , P12 mulai bekerja untuk memproduksi bulu mata 

yakni berturut-turut adalah menit ke 0,10, 10,048, … , 78,248.  
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 Pada penelitian ini, data dari observasi lapangan diperoleh bahwa 

tidak terdapat waktu perpindahan dari suatu unit pemrosesan ke unit 

pemrosesan yang lain, yakni 𝑡1 = 𝑡2 = ⋯ = 𝑡12 = 0. Untuk penelitian 

selanjutnya, direkomendasikan terdapat waktu perpindahan dari suatu unit 

pemrosesan ke unit pemrosesan yang lain, yakni 𝑡1 = 0 atau 𝑡2 = 0… atau 

𝑡12 = 0. dan saran ditulis dalam bentuk paragraf. Kesimpulan yang 

disampaikan merupakan kebaruan dari temuan penelitian yang dikuatkan 

oleh hasil penelitian. 
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